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  5-מועדון ה             

 יח"ל 5מתמטיקה ברמת ל םקהילות מורי

 

 

 מטלה בעלת ריבוי פתרונות

Multiple solution tasks 

 כגשר בין תחומי המתמטיקה

 פירוט הפתרונות

 מגישות:

 מיכל אילן

 כרמלה ברנדל

 עליזה איצ'ין
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 : בעיה מרובת פתרונות1משימה 
 

 :את הבעיה בדרכים רבות ככל האפשרפתור להלן בעיה פשוטה. 

 

 . ABCDנתון ריבוע  

Mו-  N  אמצעי 

  CD -ו BCהצלעות  

 בהתאמה. 

  . sin  מצא את 

 

 

 

 

 

 ת שונים, באדיבות מיכל אילן, איליה טבצ'ניקוב ודן ורד. פתרונו 14 אתמצורפים בז

 נשמח לקבל פתרונות נוספים.
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 פתרון ראשון. 1

 

 

AC-  אלכסון 

 : AMDמשולש 

tan (45 −
∝

2
) =

1

2
⟹

𝑡𝑎𝑛45 − tan
∝
2

1 + tan45 tan
∝
2

=
1

2
⟹

1 − 𝑡𝑎𝑛
∝
2

1 + tan
∝
2

=
1

2
 

2 − 2 𝑡𝑎𝑛
∝

2
= 1 + 𝑡𝑎𝑛

∝

2
⟹ 1 = 3𝑡𝑎𝑛

∝

2
⟹ 𝑡𝑎𝑛

∝

2
=

1

3
 

1 + 𝑡𝑎𝑛2
∝

2
=

1

cos2 ∝
2

⟹ 1 +
1

9
=

1

cos2 ∝
2

⟹ cos2
∝

2
=

9

10
 

𝑐𝑜𝑠
∝

2
=

3

√10
             

9

10
+ sin2

∝

2
= 1    ⟹   sin

∝

2
=

1

√10
 

𝑠𝑖𝑛 ∝= 2𝑠𝑖𝑛
∝

2
𝑐𝑜𝑠

∝

2
⟹ sin ∝= 2

1

√10

3

√10
     ⟹ 𝑠𝑖𝑛 ∝= 0.6 
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 פתרון שני. 2

 

 

 

𝐴𝑁2 = 4a2 + a2 = 5a2 ⟹ AN = a√5 

∝= 90 − 2X ⟹ 𝑠𝑖𝑛 ∝= sin (90 − 2𝑥) 

cos 2𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1               𝑐𝑜𝑠𝑥 =
2𝑎

𝑎√5
=

2

√5
  ⟹ cos 2𝑥 = 2(

2

√5
)2 − 1 

 

𝑠𝑖𝑛 ∝= 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 0.6 
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 . פתרון שלישי3

 

 :AMNקוסינוסים במשולש  משפט

𝑀𝑁2 = AM2 + AN2 − 2AM AN cos ∝ 

(x√2)
2

= (x√5)
2
+ (x√5)

2
− 2 (x√5)(x√5)cos ∝ 

2𝑥2 = 5x2 + 5x2 − 10x2cos ∝ 

10𝑥2𝑐𝑜𝑠 ∝= 8𝑥2 ⟹ 𝑐𝑜𝑠 ∝=
4

5
 

(
4

5
)2 + sin2 ∝= 1   ⟹ 𝑠𝑖𝑛2 ∝= 1 −

16

25
 ⟹ sin2 ∝=

9

25
 ⟹ sin ∝=

3

5
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 .פתרון שלישי4

 

 ∆AKNמשפט פיתגורס;  : 

𝐴𝐾2 + (
√2

2
X)2 = (X√5)2 

𝐴𝐾2 = 5X2 −
2X2

4
=

18X2

4
 ⟹ 𝐴𝐾 = 1.5𝑋√2 

sin
∝

2
=

√2
2 x

x√5
=

0.5√2

√5
          cos

∝

2
=

1.5√2

√5
 

𝑠𝑖𝑛 ∝= 2𝑠𝑖𝑛
∝

2
𝑐𝑜𝑠

∝

2
⟹    𝑠𝑖𝑛 ∝= 2

0.5√2

√5

1.5 √2

√5
      ⟹ 𝑆𝐼𝑁 ∝=

3

5
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 :5פתרון 

 .והשוואתם. בשתי דרכים שונות בפתרון זה נעשה שימוש בחישובי שטחי משולשים

S∆AMN =
𝑋√5 𝑋√5𝑠𝑖𝑛 ∝

2
⟹ S∆AMN =

5𝑋2𝑠𝑖𝑛 ∝

2
 

S∆ABM = S∆ADN 

SAMN = SABCD − 2SABM − SMCN                                                  

𝑆∆𝐴𝑀𝑁 = 4𝑋2 − 
2𝑋 2𝑋

2
− 

𝑋2

2
       ⟹ S∆AMN =

3𝑋2

2
 

5𝑋2𝑠𝑖𝑛 ∝

2
=

3x2

2
     ⟹ 𝑠𝑖𝑛 ∝=

3

5
 

 

 בפתרון זה נעשה שימוש בווקטורים :6פתרון 

 

 

| �⃗⃗�|      בריבוע = |V⃗⃗ | = 1                

COS ∝=
(
1
2 �⃗� + �⃗⃗� ) (

1
2 �⃗⃗� + �⃗� )

√(
1
2 V⃗⃗ + U⃗⃗ )2√(

1
2 U⃗⃗ + V)⃗⃗⃗⃗ 2

   ⟹ COS ∝=
(
1
2V2) + (

1
2U2)

√1
4V2 + U2√1

4U2 + V2

    

C0S ∝=

1
2 +

1
2

√1
1
4
√1

1
4

=
1

5
4

=
4

5
      ⟹ SIN ∝= √1 − COS2 ∝ ⟹ SIN ∝= √1 − (

4

5
)2 =

3

5
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 ינארית.בעזרת אלגברה ל :7פתרון 

 

AM   ,𝑚1שיפוע הישר  = AN ,𝑚2שיפוע הישר     2 =
1

2
 

𝑡𝑎𝑛 ∝=
𝑚1 − 𝑚2

1 + 𝑚1𝑚2
=

2 −
1
2

1 + 2 ∗
1
2

    ⟹ 𝑡𝑎𝑛 ∝=
1
1
2

2
=

3

4
  

1 + 𝑡𝑎𝑛2 ∝=
1

cos2 ∝
  ⟹ COS ∝=

4

5
 

SIN ∝= √1 − 𝐶𝑂𝑆2 ∝=
3

5
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 : בעזרת מספרים מרוכבים:8פתרון 

 

𝑍1 = 1 + 2𝑖 = √5𝑐𝑖𝑠 (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2) 

𝑍2 = 2 + 𝑖 = √5𝑐𝑖𝑠 (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

2
) 

⇓ 

∝= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

2
 

∝= 36.86989765° 

SIN ∝= 0.6 

 אפשר לוותר על מציאת זווית:

TAN ∝= ⌊arctan2 − arctan
1

2
⌋ 

TAN: ומקבלים ∝=
3

4
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 בעזרת הבעת שטח המשולש בשתי דרכים שונות. :9פתרון 

 

S∆AMN =
MN ∗ AK

2
=

X√2 X 1.5√2

2
 

𝑆∆𝐴𝑀𝑁 =
𝐴𝑀 ∗ 𝐴𝑁 𝑠𝑖𝑛 ∝

2
=

𝑥√5 𝑥√5𝑠𝑖𝑛 ∝

2
 

⇓ 

1.5𝑥2 2

2
=

5x2sun ∝

2
    ⟹ 3 = 5sin ∝  ⟹ sin ∝=

3

5
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 :10פתרון 

 

 ריבועים ראה ציור. 8בונים 

AM = MG = GQ = KQ = HP = PE = NE = AN 

 כל המשולשים הצבועים בסגל חופפים.

< FEA = 90°                        ∆AEF; 

𝑠𝑖𝑛 ∝=
𝐹𝐸

𝐴𝐹
=

3

5
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 :11פתרון

 

 בהתאמה.  ACB -ו ACDהם מפגש התיכונים במשולשים   F -ו Eהנקודות 

AOE∆כן  כמו ≈ ∆AOF          

𝑂𝐸ןנסמ = OF=b      

  )    𝐵𝐹 = 𝐸𝐷 = 2𝑏                  .)על פי תכונת מפגש התיכונים 

⇓ 

AO = 3𝑏 

 : AOEנתבונן במשולש 

TAN
∝

2
=

OE

AO
=

1

3
 

 מכאן ההמשך כמו בדרך הראשונה טריגונומטריה.

1 + 𝑡𝑎𝑛2
∝

2
=

1

cos2 ∝
2

⟹ 1 +
1

9
=

1

cos2 ∝
2

⟹ cos2
∝

2
=

9

10
 

𝑐𝑜𝑠
∝

2
=

3

√10
             

9

10
+ sin2

∝

2
= 1    ⟹   sin

∝

2
=

1

√10
 

𝑠𝑖𝑛 ∝= 2𝑠𝑖𝑛
∝

2
𝑐𝑜𝑠

∝

2
⟹ sin ∝= 2

1

√10

3

√10
     ⟹ 𝑠𝑖𝑛 ∝= 0.6 
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 :12פתרון 

 

 

   בעזרת משפט פיתגורס. 2X     אורך צלע הריבוע

DE = DF = X√5 

𝐺𝐻 =
1

2
𝑂𝐻 =

𝑋

2
         𝐷𝐺 =

𝑋√5

2
 

𝑠𝑖𝑛𝛽 =
2𝑥

𝑥√5
=

2

√5
                         𝑐𝑜𝑠𝛽 =

𝑥

0.5 𝑥√5
=

2

√5
 

𝑠𝑖𝑛𝛾 =
0.5𝑥

0.5𝑥√5
=

1

√5
                cosγ =

x

x√5
=

1

√5
    

∝= β − γ ⇒ sin ∝= sin(β − γ) = sinβcosγ − sinγcosβ =
2

√5

2

√5
−

1

√5

1

√5
=  

4

5
−

1

5
=

3

5
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 :13פתרון 

 

השיעורים )מפגש אלכסוניו יתלכד עם  נסובב את הריבוע באופן שאלכסוניו יהיו מונחים על צירי  

 ראשית הצירים(.

 האלכסונים בריבוע שווים חוצים ומאונכים.

,A(0נסמן נקודות  𝑎)     ,   B(a, 0)        , C(0,−𝑎) 

)Mנוסחת אמצע קטע 
𝑎

2
,
−𝑎

2
)       

mAM                        : שיפוע =
a+

a

2

0−
a

2

= (−3)     ⇒ tanβ = (−3) 

AM  𝑦משוואת הישר  = −3𝑥 + 𝑎   נקודת החיתוך עם ציר ה-X E (
a

3
,  :AOEבמשולש   (0

TANβ =

a
3
a

=
1

3
 

 

 .11המשך כמו בפתרון 
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 :14פיתרון 

 .13בפתרון זה השרטוט העזר זהה לפתרון 

 התחלת הפתרון זהה:

אלכסוניו יתלכד עם נסובב את הריבוע באופן שאלכסוניו יהיו מונחים על צירי השיעורים )מפגש   

 ראשית הצירים(.

 האלכסונים בריבוע שווים חוצים ומאונכים.

,A(0נסמן נקודות  𝑎)     ,   B(a, 0)        , C(0,−𝑎) 

)Mנוסחת אמצע קטע 
𝑎

2
,
−𝑎

2
)       

mAM                        :שיפוע  =
a+

a

2

0−
a

2

= (−3)     ⇒ tanβ = (−3) 

 ת או שימוש במחשבון.מכאן שימוש בזהויו

1 + 𝑡𝑎𝑛2𝛽 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝛽
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝛽 = −√

1

10
    ;  𝛽 = 90° +

𝛼

2
  ⇒ 𝑠𝑖𝑛

𝛼

2
= √

1

10
 

 

𝑐𝑜𝑠
∝

2
=

3

√10
             

9

10
+ sin2

∝

2
= 1    ⟹   sin

∝

2
=

1

√10
 

𝑠𝑖𝑛 ∝= 2𝑠𝑖𝑛
∝

2
𝑐𝑜𝑠

∝

2
⟹ sin ∝= 2

1

√10

3

√10
     ⟹ 𝑠𝑖𝑛 ∝= 0.6 

 

 15פתרון 

 מאת גילה רון -בתוך כוכב  –חה ללא מילים הוכ
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 מאפייני המשימה

במספר עבורה פתרונות מציאת מזמנת הבעיה בגאומטריה. במשימה זו מוצגת בעיה פשוטה 
. קישורים בין ייצוגים שונים, מערכת קשרים בין מושגים במתמטיקהדרכים רב, המדגים 

 ים בין ענפי המתמטיקה השונים. קישורים בין מושגים שונים וקישור

 .הבעיה לקוחה מתוך תכנית הלימודים בתחום הטריגונומטריה 

 .העוצמה המתמטית באה לידי ביטוי במגוון גדול של פתרונות בתחומים השונים 

  את התלמיד לחשוב "מחוץ לקופסא" ומחנכים אותו  אחר פתרונות שונים מעודדהחיפוש
 לחשיבה יצירתית.

 בסופו של תהליך לשיח מתמטי נרחב, כר דשא  משימה זו יוצרת סיעור מוחות, שמוביל
 לחשיבה יצירתית והקשרים בין התחומים השונים במתמטיקה.

 .מקוריות התשובות באה לידי ביטוי בפשטותן, באסתטיות שלהן וביופין 

  כמו כן הן מתאימות לאוכלוסית תלמידים רחבה ביותר. החל מפתרון פשוט ביותר ועד
 לדרישה לידע מתמטי נרחב.

 ון רחב זה של פתרונות פותח אשנב לאהבת התלמידים את המקצוע.מגו 

 .בכל תחום ותחום על התלמיד לדעת מגוון רחב של מושגים 
 למשל: בכל דרך על התלמיד לדעת תכונות הריבוע.

 

  הגדרת הפונקציות הטריגונומטריות, נוסחת הפרש זוויות וזהויות יסוד.1בדרך : 

  וד.: משפט פיתגורס וזהויות יס2בדרך 

  משפט הקוסינוסים וזהויות יסוד.3בדרך : 

  משפט פיתגורס וזהויות זווית כפולה.4בדרך : 

  חשבון שטחים ונוסחת שטח טריגונומטרית. 5בדרך : 

  ווקטורים גיאומטריים וזהויות יסוד.6בדרך : 

  שיפוע ישר ע"פ שתי נקודות ונוסחת זווית בין ישרים ע"פ גיאומטריה אנליטית 7בדרך :
807. 

 מישור גאוס. מעבר בין ייצוגים שונים של מספרים מרוכבים.8דרך ב : 

  שטחים ע"פ נוסחאות גיאומטריות וטריגונומטריות.9בדרך : 

  ריצוף ", חפיפת משולשים והגדרת פונקצית הסינוס.10בדרך" : 

  תכונות ריבוע, חפיפות, משפט התיכונים,הגדרת פונקצית -: ידע גיאומטרי נרחב11בדרך
 יסוד, זווית כפולה(.)ויות טנגנס וזה

  פיתגורס, קטע אמצעים, הגדרות הפונקציות הטריגונומטריות ונוסחת הפרש 12בדרך :
 זוויות.

  תכונות הריבוע, משוואת ישר ושיפוע ע"פ אנליטית וזהויות 14+ 13בדרך :
 טריגונומטריות.
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 לסיכום

של בעיות מתמטיות בדרכים הפתרון מחקרים בתחום החינוך המתמטי מדגישים את חשיבות 

פתרון בעיות  תוך כדי .שונות וממליצים על הוראה המעודדת מציאת יותר מפתרון אחד לכל בעיה

בין ייצוגים שונים, להשוות בין אסטרטגיות פתרון שונות בדרכים שונות התלמיד צריך "לדלג" 

בניית הידע מים לולבנות קישורים בין מושגים ורעיונות מתמטיים שונים. מהלכים אלו תור

ההמלצות הנ"ל הן  בדיון כתתי משותף.שלו בעיקר כאשר הם מלווים  םוההבנה המתמטיי

תיאורטיות, מעטים המחקרים האמפיריים בתחום והיישום של המלצות אלו מצומצם מאד. כיוון 

מהווה אחד הנושאים המרכזיים של תוכנית הלימודים במתמטיקה מצד אחד ומצד  השגיאומטרי

אפשרת קרקע עשירה לפתרון בעיות בדרכים שונות, למחקר המוצע יש חשיבות כמנוף שני מ

להצלחת המורים בתרומת דרך הוראה כזו הן להכנסת פתרון בעיות בדרכים שונות לכתה ושכנוע 

 תלמידיהם והן לידע המתמטי שלהם.

 צירת קשרים מתמטיים מהווה מרכיב חשוב בהבנה מתמטיתי

.(e.g., Skemp, 1987; Sierpinska, 1990; Kieren, 1990; Sfard, 1991; Hibert & 

Carpenter, 1992) 

 NCTM  למעשה, זהו אחד העקרונות הבסיסיים בחינוך המתמטי המודגש בסטנדרטים של ה

)2000.) 

מציינים ארבעה סוגים של קשרים מתמטיים המאפשרים  )NCTM )2000  בסטנדרטים של ה

  :לפתור בעיות בדרכים שונות

 .ין ייצוגים שונים של מושג מתמטי מסויםב .א
בין מושגים שונים, בין משמעויות שונות של אותו מושג או בין פרוצדורות שונות בתחום  .ב

 .מתמטי מסוים
 .בין ענפי המתמטיקה השונים .ג
  .בין מתמטיקה לתחומי דעת אחרים .ד

.(e.g., Skemp, 1987; Sierpinska, 1990; Kieren, 1990; Sfard, 1991; Hibert & 

Carpenter, 1992) בעיות בדרכים שונות הינה אחת הדרכים הידועות והמקובלות בקרב  פתרון

הגישה   .חוקרים בתחום החינוך המתמטי, לפיתוח קשרים בין תחומי ידע מתמטי שונים

הספירלית בהוראת המתמטיקה מדגישה את החשיבות של פתרון בעיות מוכרות, תוך שימוש 

מתמטיות שונות. השילוב בין תחומי ידע מתמטי שונים בהוראת נושא חדש  בידע מצטבר ובגישות

תומכת בידע הקיים ומחזקת את אותו ומכשירה קרקע פורייה יותר להבנת הידע הנרכש. 

כשליחים של החינוך המתמטי בישראל, המובילים את תוכנית ההיבחנות החדשה, עלינו לפתח 

ריקולרי של המורים ולהכשירם כמורים לחינוך הידע הפדגוגי והידע הק ,את הידע המתמטי

 .מתמטי


