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 מבוא

אינו טוען יותר לאמיתות מוחלטות, כיום המושל בכיפה הוא " המדע כיום 

 1977שינאורסון,  עיקרון ההסתברות הגבוהה ביותר"

בה מתוארת  בגישהעל שינוי ההסתברות בחיינו ו חשיבותה שלעל  מצביעמשפט זה 

מגישה של תיאור דטרמיניסטי של המציאות המציאות. שינוי זה בא לידי ביטוי במעבר 

המבוטאת בחוקים אוניברסליים של סיבה ומסובב, לגישה שבה עקרונות הסתברותיים 

הם היסודות המרכזים. גורמים של אי ודאות חודרים למדעים בגלל ההכרה שאנו בורים 

ות בכל הנוגע למגוון המשתנים המשפיעים על הנתונים שבידנו, ומשום השגיאות הקיימ

כאשר במשך עשרות שנים, נלמד  תוכנית הלימודיםשבבמדידות. נושא ההסתברות 

בעיות שניתן לפותרן באמצעות חוקים )למשל, מכפלה של הדגש שהושם הוא על 

מאורעות בלתי תלויים(, נוסחות )ברנולי(, תרשימים )דיאגרמת עץ( וכו'. הנסיונות ברחבי 

שום שגישה זו אינה יכולה להתמודד עם העולם לספק מפרטי הוראה מוכנים נכשלו מ

על ההוראה להתחיל בהצגה של מצבים המגוון הדינמי של בעיות בהסתברות. 

משמעותיים לתלמידים, על מנת שאלה יאפשרו להם לעצב מושגים במקום ללמוד 

: רקע עיקריים דנה בשלושה נושאיםאלגוריתמי. הסקירה הבאה -אותם באופן מתמטי

וזאת  ות של החשיבה ההסתברותית וסוגיות מפתח בהסתברותהסטורי, שלבי התפתח

במטרה לתת סקירה רחבה ככל האפשר על הוראת הנושא והמחקרים שנעשו בתחום 

  זה. 

 .)ז"תשל אייר , 49 'מס לחשבון גליונותמתוך אביטל   )רקע הסטורי:  .1

עבור ההסתברות מונחת כיום ביסוד הרבה תופעות בחיינו. המחיר שאנחנו משלמים 

ביטוח חיים,או ביטוח רכב, אורך הזמן שאנו מחכים כדי לעבור רמזור, משך הזמן שאנו 

אלה ועוד רבים אחרים מושפעים, לפחות בחלקם, ע"י תורת  מחכים לאוטובוס, כל

 ההסתברות. איזה רופא לבחור, איזה שחקן הכי טוב.

 ה דה מרהבמשחק הימורים. אציל בשם שבלי 17 -ראשיתה של תורה זאת במאה ה

 Chevalier deאהב לשחק במשחקי מזל. באחד המשחקים האלה כל שחקן שם סכום 

Me're'  זכיות, לאו  3כסף בקופה ושני השחקנים הסכימו שהשחקן שיצבור הראשון

דווקא בהמשך אחד,יקבל את כל הכסף שבקופה. לדוגמא אם שחקן א יזכה במשחק 



  

 

 

סדנא בהסתברות -להצליח בסבירות גבוהה 3  

 

 יח"ל 5מתמטיקה ברמת ל םקהילות מורי – 5-מועדון ה

ושחקן ב ברביעי ובחמישי, הרי ששחקן שחקן א בשלישי  הראשון, שחקן ב יזכה בשני,

 ב יקבל את כל הקופה.

והנה קרה שכאשר שחקן א זכה בשני משחקים, ושחקן ב זכה במשחק אחד, הם נאלצו 

בגלל סיבות משפחתיות. נשאלה השאלה כיצד יחלקו את  –את המשחק  להפסיק

שאלה ב יקבל שליש אחד מכסף הקופה? את ה-האומנם יקבל א שני שלישים ו הקופה?

 .(Blaise Pascal 1623-1662) דה מרה אל המתמטיקאי בליז פסקל הזאת הפנה האציל

 (Pierre de Fermat 1601-1665)  התקשר עם מתמטיקאי צרפתי אחר פייר פרמה פסקל

  הסכימו ביניהם לפתרון הבא: פסקל ופייר פרמה עימו בפתרון הנכון.בכדי לדון 

הרי אז יש לכל אחד מהשחקנים שתי  ,זוכה בונניח שמשחקים עוד משחק ושחקן ב 

שמחצית הסכום מכאן מחלקים ביניהם את כסף הקופה שווה בשווה.  זכיות ואז היו

המשחק לכן, תפקחדו של המשחק הנוסף, לשחקן א.  וודאי שייכת כבר עתה, לפני

הסכום ומכאן שיש לחלק מחצית זאת  הנוסף להכריע רק ביחס למחצית השנייה של

א שלושה רבעים  -, לטובת א, יש לתת ל 1:2לכן הם פסקו שבמצב של  ווה.שווה בש

 ב רבע אחד. -מהסכום ול

אפשר לאשר מסקנה זאת של פסקל ופרמה גם בדרך נוספת. כדי לזכות בכסף הקופה 

א -בשני משחקים רצופים ; כי אם הוא מפסיד אפילו באחד מהם, הרי ש חייב ב לנצח

ת כל הסכום. אבל התוצאות בשני משחקים רצופים ויקבל א יזכה בשלושה משחקים

 ב,ב. רק במקרה האחרון יקבל ב את כסף הקופה.-יכולות להיות, א,א ; א,ב ; ב,א ו

ולפיכך עליו לקבל רק רבע מהסכום ושלושה רבעים  4:1מכאן שסיכוייו לזכות הם 

דרך מחשבה כזאת מונחת ביסוד תורת ההסתברות שהתפתחה מאז  יקבל שחקן א.

 נף נפרד של המתמטיקה.לע

 הסתברותית שלבי התפתחות והתפתחות החשיבה  .2

חשיבה מתמטית היא אמצעי לגילוי העולם. ניתן לחלק אותה לחשיבה אנליטית, 

 .חשיבה גיאומטרית וחשיבה הסתברותית

לימוד חוקי הסתברות יכול להשפיע באופן חיובי על התייחסות האדם ל'אקראיות 

הבנת חוקי ההסתברות משרה בטחון ומאפשרת להבין הבלתי נסבלת של הקיום'. 

ע מחוסר מזל או מסיבות מיסטיות, אלא מהטבע האקראי נכשלונות  לא מויהשחלק מ

של התופעות. תופעות שניראו מיסטיות או פרדוכסליות זוכות להסבר רציונלי, 

 .ומאפשרות ללומד להתמודד טוב יותר במצבי אי וודאות ו 'צירופי מקרים' 
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פיאז'ה, חשיבה הסתברותית אחד הכשרים הגבוהים, מתפתחת עם העלייה ברמה לפי 

 (.12-15הקוגניטיבית בשלב הפורמאלי )גיל 

פישביין טוען שניתן לגשר בעזרת תהליכי הוראה בין הרמה הקוגניטיבית של 

 ע"י הוראה שכוללת: התלמידים לרמת החשיבה הנדרשת

 פעילויות קונקרטיות, ממחישות 

 יקט קוגניטיביהצגת קונפל 

 אינטראקציה עם תלמידים והמורה 

 רפלקציה 

   קישוריות 

 

 וגיות מפתח בהסתברות ס .3

 חוק המספרים הגדולים

לנבא בוודאות את התוצאה של הטלת מטבע הוגן יחיד, או של על אף שלא ניתן 

קוביה מאוזנת, אפשר להעריך במידה רבה של ביטחון, שאחוז תוצאות ה"פלי" 

, ושאחוז תוצאות "שש" במספר גדול 50 -הטלות יהיה קרוב לבמספר גדול של 

. המעבר מחוסר וודאות לוודאות כמעט מוחלטת, 16.7%של זריקת קוביה יהיה 

ככל שאנו משנים את מוקד הסתכלותנו ממאורעות יחידים אל עבר מצבור גדול 

(. רק בגלל Ruelle, 1991של אירועים הינה תימה מרכזית בלימוד ההסתברות )

דר מצטבר זה ויכולת הניבוי הנובעת ממנו, אני יכולים לדבר על "חוק ס

 הסיכוים". 

הגדולים הוא אינטואיטיבי והולם את ניסיונם של בני האדם  םחוק המספרי

בתחומים רבים. הבעיתיות אינה נעוצה בהבנת עקרונות, אלא באה לידי ביטוי 

דוגמאות שממחישות  להלן שתיכאשר יש ליישם עקרונות אלו בבעיות מהחיים. 

 את הנאמר: 

  הקלע מנסה טכניקה 60%ממוצע הפגיעות של קלע בקשת וחץ הוא .

חדשה ובסיומה הוא מצליח לפגוע במטרה בשמונה מתוך יריות. לאור 

תוצאות אלה, נראה כי כדאי לו לאמץ את הטכניקה החדשה, אך לא 

מספיקים התחשבנו במספר הקטן של הניסויים. אולי עשרה ניסויים אינם 

זו? כאן חוק המספרים הגדולים אינו רק כלל  מסקנהבכדי להסיק 

 טי אלא עיקרון רלוונטי המשמש כבסיס לקבלת החלטות.  אורתי
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 ישנם שני בתי יולדות, גדול וקטן. כל יום רושמים את מספר הבנים  בעיר

לידות של  60% -כל הימים שבהם היו יותר מ תוהבנות שנולדו סופרים א

יזה בית יולדות היו יותר ימים כאלה: הגדול או הקטן? או  שמא בנים. בא

אין הבדל ? )כל זה בהנחה שאין תלות בין לידה אחת לשניה, ושיש סיכוי 

 שווה ללידת בן או בת(.

בשאלה זו יש תיחכום בשימוש בחוק במספרים הגדולים. בבית היולדות 

צפות ששם ל ולכן ישר, תהגדול, יהיו פחות סטיות מהממוצע. בקטן יהיו יו

 כאלה. תשובה זו דורשת הבנה הנרכשת מניסיון.  יהיו יותר חריגים

 אי תלות

קיימת נטייה מוטעית להאמין שבתהליך מקרי, סטייה בכיוון אחד מתוקנת 

באמצעות סטייה בכיוון האחר וזאת במגמה לשמור על האיזון הכללי. אולי 

מטעה זו היא "כשל המהמרים" הדוגמה הנפוצה ונחקרת ביותר על אינטואיציה 

עץ מספר פעמים  עצורה אחת שלו היא שבהטלה של מטבע הוגן, אחרי שהופי

ברציפות, אנשים מצפים שתגדל ההסתברות להופעת פלי כדי לשמור על איזון 

ההסתברות לקבלת פלי , בניסוי הסדרה. על פי העיקרון של אי תלות התוצאות

עובדת היותו של קרה בהטלות הקודמות. ה, ואינה תלויה במה שקבועה בכל הטל

המטבע הוגן, אינה מתבטאת בתיקון סטיות קודמות אלא בהקטנת ההשפעה של 

ההפנמה של מושגי האקראיות ותלות הסטייה ככל שמספר ההטלות הולך וגדל. 

הם יסודיים ביותר בכל הקשור לחשיבה הסתברותית במובן הרחב ביותר של 

 דגימה את יישום של העיקרון. להלן שאלה נוספת שמ המילה. 

מורה מבקש מתלמידי כיתתו לדווח כמה אחים ואחיות יש להם )לא כולל עצמם(. 

 למי לדעתך יש בממוצע יותר אחים, לבנים או לבנות? 

שאלה זו מבוססת על אותו עיקרון, אך כאשר הוא מוצנע, השאלה הופכת לאתגר 

מרת כי בממוצע יהיו לבנים מחשבתי של ממש. האינטואיציה של רוב האנשים או

שבכיתה יותר אחיות מאשר לבנות. שיקול זה מתבסס על ההנחה שהבנים )וכן 

הבנות( באים ממשפחות שבהם יש בממוצע מספר שווה של זכרים ונקבות, ומכיוון 

שהם אינם סופרים את עצמם יהיה יתרון לאחיות. כמובן שהתשובה הנכונה היא 

 אינו תלוי במין הילוד שנולד קודם )בן או בת(.  שלא יהיה הבדל שכן מין הילוד
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 יציגות 

ים נוטים להעריך דרך חשיבה נוספת שעשויה לגרום לכשלים נובעת מכך שאנש

ע על ידי המידה בה המאורע מיצג היבטים שונים של הסתברות של מאור

אוכלוסית האם שלו. למשל, אנשים מאמינים כי בהגרלה מקרית של ששה 

ת המספרים ם, יש סיכוי טוב יותר לקבלה של קבוצחמישיים מתוך רמספ

מכיוון  15, 14, 13, 12, 11, 10מאשר קבוצת המספרים  8,13,30,37,42,46

ונה מייצגת בצורה טובה יותר את המיקריות של תוצאות ששהקבוצה הרא

סיכוי שווה להתקבל בהגרלה  ההגרלה. למעשה, לכל קבוצה בת שישה מספרים

נקראת יציגות. ( ו1982)  Slovic and Tverskyנוסחה ע"יה זו מקרית. דרך חשיב

הסיבה לדרך חשיבה זו נעוצה בכך שאנשים מצפים שלמדגם קטן של מספרים 

שנבחר באקראיות מהאוכלוסיה גדולה יהיו אפיונים דומים לאלו של האוכלוסיה. 

כשל מחשבתי זה מכונה גם "חוק המספרים הקטנים". קל לראות את הקשר 

וני בין שלושת הכשלים: היציגות, המהמרים ואי התלות, כולם נובעים הרעי

מציפיה לראות את המדגם, ואפילו הקטן, כדומה לאוכלוסיה אקראית לא 

 מסודרת. 

 הנחת האחידות 

מכשלה נוספת, מבוססת על הנטיה שלנו לסימטריה כלומר לייחס הסתברות 

וחלט של המצבים הנידונים שווה למצבים שבהם הסיכויים אינם ידועים. הרוב המ

בבתי הספר מבוססים על הנחת האחידות. חישוב ההסתברות של מאורע פשוט 

האפשרויות יש הסתברות אחידה.  nבהנחה שלכל  n/1אפשרויות הוא    nמתוך 

בהקדמה לשיעורי הסתברות, מורים משתמשים בקוביה מאוזנת בעלת שש פיאות, 

הות בגודלן שנשלפות מכובע. בכל דוגמה מטבע הוגן, סביבון מאוזן או אבנים ז

מניחים שלכל האירועים האפשריים יש סיכויים שווים לקרות. תלמידים נחשפים 

לדילמות שךל הסתברות בבית הספר או דרך התנסויות במשחרקי מזל שבהם 

האירועים שוי הסתברות. מספר דוגמות מפורסמות לטעויות הנובעות משימוש 

ן: בעיית הקלפים הצבועים וחידת שלושת הדלתות שגוי של הנחת האחידות ה

 (. נביא כדוגמה את בעיית הבנים:  בעיית מונטי הול)

https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%91%D7%A2%D7%99%D7%99%D7%AA_%D7%9E%D7%95%D7%A0%D7%98%D7%99_%D7%94%D7%95%D7%9C
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: אינכם יודעים מהו מינם של ילדיהם. נסמןידוע כי מזל היא אם לשני ילדים, אולם 

. יום אחד אתם פוגשים את מזל בעיר עם ילד אחד אותו היא מציגה G, בת=Bבן=

 בתור בנה. מהי עתה לדעתכם, ההסתברות שלמזל שני בנים? 

. כדי שמזל תהיה אם לשני בנים צריכה להיות 1/2התשובה הפשטנית היא  

. מאידך, מאחר ופגשנו בן, 1/2כך היא הולדת בן לידה האחרת, וההסתברות ל

 GBירדה מהחשבון. נותרו שלוש אפשרויות שווה הסתברות ) GGהרי שהאפשרות 

BG, BB )   ( 2005לק )פ. 1/3ולכן נראה כי ההסתברות שלמזל שני בנים היא

ושאלה איך קרה שפגשנו את מזל עם בן, ומהו מנגנון המקרי שהניב  שחקרה את

טענה שאם מזל בוחרת באופן מקרי מי יתלווה אליה, הרי את התצפית המתוארת. 

לית ב. אך אם היא תמיד מעדיפה ליווי של בן ולוקחת בת 1/2התשובה היא 

. מה שחשוב לעיניינינו הוא, שבמקרה הפשוט, שבו אנו 1/3היא  שובהברירה, הת

 מיניחים כי היא בוחרת באקראי מי יתלווה אליה, ארבעת המאורעות שהיו אפריורי

או  BBשווי הסתברות, אינם נשארים כאלה. בעוד שההסתברות האפריורית של 

( GB ,BG ,BBאפוסטריורית של שלושת האפשרויות )היו שוות, ההסתברות  GBשל 

( מאשר 1/2) BBאינן שוות. יש סיכוי כפול שהבן שאנו רואים "שייך לסוג משפחה 

(. כלומר ההסתברות 1/4, )BG(, או למשפחה 1/4) GBשהוא שייך למשפחה 

., דווקא בהתאם לתשובה הפשטנית 1/3ולא  1/2שלמזל יש שני בנים היא 

 והנכונה. 

 השפעת נוסח השאלה על היכולת לפתרונה

גורם דומיננטי המשפיע על היכולת לפתור בעיות בהסתברות קשור לאופן ניסוח 

מכיוון שברבות .  השאלה ואינו שייך כלל לטיב החשיבה ההסתברותית של הפותר

ן נלצורך פיתרוהרי שאור של סיטואציות מהחיים, יברות יש תמהשאלות בהסת

הפותר לפענח מתוך נתוני השאלה את האינפורמציה הרלוונטית, ולאחר נדרש 

מכן לקשר אותם לעקרונות הסתברותיים, אופן ניסוח השאלה מהווה גורם חשוב. 

הנשאל  תהבעיה מאלץ א תכנון וביצוע סימולציות כחלק מתהליך לפתרון

להתייחס באופן ביקורתי למידע שלפניו. בתהליך של תרגום המידע המילולי 

שבשאלה לאלמנטים מספריים חייב הנשאל להחליט כיצד לשבץ את הנתונים 

שלפניו תוך סימולציה ועל כך עצם המחשבה על כך יכולה במקרים רבים 

ולפותרה. עקרונות להבהיר לנשאל את תוקף הבעיה ולסייע לו להבינה 

קבלת החלטות והערכת  פסיכולוגיים המכתיבים כיצד אנו תופסים בעיה מבחינת
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שינויים בהעדפות כאשר בעיה מוצגת באופנים שונים. למשל,  צריםסיכויים, יו

איש בסכנה, ניתן להציל מספר מסוים,  600בשאלה שהוצגה דילמה שבה מתוך 

ת באופן משמעותי, כשאר השאלה יספו. תגובת הנשאלים היו שונו חריםוהא

נוסחה עם דגש על ניצולים, מאשר עם דגש על הנספים על אף שנתוני השאלה 

חות בצורה ישירה או עקיפה, דבר השפיע על סמנו תעיות יכולות להיובהיו זהים. 

יכולת ההבנה. גם כאשר בעיות מורכבות נוסחו בכוונה בצורה פשוטה כדי 

משמעות. גם  , נשארה לפעמים חוסר בהירות ודולהתאימן לאוכלוסיות תלמידים

האופן שבו נאספו הנתונים, והצורה שבה הם מדווחים יכולים להשפיע על טיב 

הסקת המסקנות. כאשר מצויה אינפורמציה שהיא ספציפית למקרה הנחקר, ניתן 

להשתמש בנתונים הבסיסים בצורה נכונה יותר אם הם מקושרים לחי יום יום 

 & Gigerenzerמוצגים כנתונים של ניסויי מעבדה. כמו כן, מחקרים )מאשר אם הם 

Hoffrage, 1995)   מצביעים על כך ששימוש טוב יותר באינפומציה הבסיסית נעשה

(, מאשר בצורה של 1000מתוך  50כאשר היא מבוטאת בשכיחות יחסית ) למשל, 

על אופן פענוח גורם נוסף שנמצא כמשפיע (.  5%או  0.05הסתברות או אחוזים ) 

השאלה ופתרונה הוא הסדר שבו ניתנו הנתונים. באופן אינטואיטיבי אנו מצפים 

שכאשר לפנינו מספר פריטי מידע שהם רלוונטים למסקנה שעלינו להגיע או 

ה תהליך רציונאלי שיבצע אינטגרציה של הפריטים הילהחלטה שעלינו לעשות, י

אך המסקנות שאליהן מגיעים הללו, ללא קשר לסדר שבו הם הגיעו לידנו. 

אנשים וההחלטות שהם עושים הן לעיתים קרובות מושפעות מהסדר שבו 

(. לאפקט זה יש חשיבות Pennigton & Hastie, 1988התקבלו פריטי המידע )

מעשית, למשל בהקשר של חבר מושבעים, אשר מוזהר שלא לגבש כל עמדה 

 לפני שכל העדויות נשמעות. 

 

  סדנאמטרות ה

 לחשוף לשאלות מפתיעות בהסתברות . 

  לעודד חשיבה איכותנית וביקורתית בהסתברות. 

  לפתור שאלות הסתברותיות בדרכים שונות, גם באופן לא חישובי.  

  להכיר ייצוגים שונים לפתרון בעיות בהסתברות.  

   טעויות אופייניות וקשיים של תלמידים בפתרון שאלות בהסתברות. לעורר דיון 
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 סדנהמהלך ה

 

 דקות( 10)        מה יש יותר?  –פתיחה  .1

 דקות( 20)     או במצגת(  Kahootחידון מהיר  )בצורת  .2

 דקות( 25)         הצגת פתרונות החידון במליאה  .3

 דקות( 15)                            הפסקה  .4

 דקות( 40)      הצגת שאלות מבחינות הבגרות .5

 דקות( 40)    שיתופית )ג'יקסו(למידה  -הסתברות גיאומטרית  .6

 דקות( 10)          סרטונים .7

 דקות( 10)                                                                             דיון ומסקנות  .8

 

 

 :הנחיות והמלצות

: מרבית האנשים יחשבו על דנמרק ועל נמר. וזה מסיבה של פתיחה 'מה יש יותר' .1

כאלה שמתחילות באות  -הזמינות'. באותו אופן אם נשאל אילו מדינות יש יותר'כשל 

י' או באות ק', מרבית העונים יגידו י' )יוון, יפן, ישראל(, אך יש הרבה יותר מדינות 

 מהסוג השני, פחות זמינות/מוכרות לנו.

מטרת החידון, להראות את הקושי באינטואיציה שלנו בהסתברות. : kahootחידון  .2

מעודד חשיבה ללא חישובים. פעמים רבות האינטואיציה  -הזמן המוגבל לפתרון

הפוכה למציאות. חשיבה הסתברותית היא חשיבה משלב גבוה, לעתים אינה 

 נרכשת. ניתן לפתח אותה

: הבעיות קשות לפתרון, או שדורשות זמן רב. לכן בחרנו הסתברות גיאומטרית .3

 ע.להציג את הפתרונות בשיטה של העברת יד

אנחנו שלושה סרטונים וישמון דינאמי המציג את לוח גלטון. לבחירתכם, : סרטונים .4

האחד בנושא משולש פסקל  TEDבחרנו להציג בקהילה את שני הסרטונים של 

והשני מצבים מחיי יום יום בהם אנו עושים שימוש בססטיטיקה והסתברול לשם 

 קבלת החלטות. 
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למרות שלא דנו בהם למעט  11-12שאלות מצ"ב  :מאורעות תלויים ובלתי תלויים .5

מצ"ב השאלה שהופיעה בחידון )ושם בתשובה לא הייתה חד משמעית!(. כמו כן, 

תשובתו של מרצה לסטודנטית בנושא מאורעות תלויים, בלתי תלויים והקשר 

תלבטנו אנחנו ההתשובה מענינת )ומלמדת!(ומבלבלת בו זמנית, ולמאורעות זרים. 

ילה בכל מקרה, אנו משאירים לשיקול דעתכם את החלטה אם להציג אותה בקה

   האם להביא אותה לדיון בקהילה או לא.
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  :מהסרטים הפינ  .1

 : משולש פסקל  

על משולש פסקל )עם תרגום לעיברית(  TEDשל  דק'( 4:30סרט קצר )

 .ולהסתברותניוטון והקשר שלו לבינום 

 :לוח גלטון 

 לוח משחק שנקרא "לוח גלטון"ישומון דינאמי המציג את 

 

": ות סטטיסטיהטעיות "  

How statistics can be misleading 

 שמציג מצבים מחיי יום יום בהם אנו נדרשים להשתמש  TEDסרטון קצר של 

בסרטון דוגמו שונות המראות בסטטסטיקה )והסתברות( לצורך קבלת החלטות. 

הסתכלות שונה על נתונים עשויה להוביל למסקנות שונות ובעקבות כך  כיצד

 .(החלטה שגוייה )פרדוקס סימפסון"קבלת ל

 (Maths: Simpson's Paradoxפרדוקס סימפסון: )סרטון נוסף על 

 

https://www.youtube.com/watch?v=XMriWTvPXHI
http://www.mathsisfun.com/data/quincunx.html
https://www.youtube.com/watch?v=sxYrzzy3cq8
https://www.youtube.com/watch?v=sxYrzzy3cq8
https://www.youtube.com/watch?v=sxYrzzy3cq8
https://curiosity.com/paths/maths-simpsons-paradox-singingbanana/?ref=h#maths-simpsons-paradox-singingbanana
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 פרדוקס סימפסוןרקע על 

 נסיכת המדעיםההסבר לקוח מהבלוג: 

ולי הדוגמא המפורסמת ביותר לפרדוקס סימפסון היא פרשת ההפליה על רקע מגדרי א

, נדהמו ראשי 1973באוניברסיטת ברקלי. בשנת בקבלה ללימודים מתקדמים 

מהגברים שנרשמו ללימודים מתקדמים )תואר שני  44%האוניברסיטה לגלות כי 

מהנשים התקבלו. ראשי  35%ושלישי( באוניברסיטה התקבלו ללימודים, אך רק 

וביקשו  ,פיטר ביקל האוניברסיטה, שחששו מתביעה, הזעיקו לעזרה את הסטטיסטיקאי

פרסמו את  ,ממנו לבחון את נתוני הקבלה. ביקל ועמיתיו האמל ואו'קונלוביקשו 

ניתוח של נתונים חלקיים .להן Science י וקרתממצאיהם כעבור שנתיים בכתב העת הי

 – בספר הקלאסי של פרידמן ועמיתיו אך מייצגים של נתוני הקבלה, כפי שהופיעו

Statistics. 

 

ים הגדולים ביותר באוניברסיטה, אליהם לצורך הדגמת העקרון, נתרכז בששת החוג

נרשמו קצת יותר משליש מהמועמדים והמועמדות )באוניברסיטת ברקלי יש למעלה 

 ממאה חוגים שהציעו תכניות ללימודים מתקדמים(. נתוני ההרשמה והקבלה לחוגים 

 

http://www.sci-princess.info/archives/1028
http://www.genealogy.ams.org/id.php?id=34553
http://www.sciencemag.org/cgi/content/abstract/187/4175/398
http://www.sciencemag.org/cgi/content/abstract/187/4175/398
http://www.sciencemag.org/cgi/content/abstract/187/4175/398
http://www.amazon.com/Statistics-4th-David-Freedman/dp/0393929728
http://www.amazon.com/Statistics-4th-David-Freedman/dp/0393929728
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 :אלה נתונים בטבלה הבאה

 

 סך הכל נשים גברים

 נרשמו חוג
אחוז 

 קבלה
 נרשמו

אחוז 

 קבלה
 נרשמו

אחוז 

 קבלה

A 825 62 108 82 933 64 

B 560 63 25 68 585 63 

C 325 37 593 34 918 35 

D 417 33 375 35 792 34 

E 191 28 393 24 584 25 

F 373 6 341 7 714 6 

סך 

 הכל
2691 45 1835 30 4526 39 

 45%התמונה הכללית המוצגת כאן דומה לתמונה שהתגלתה בנתונים המלאים: 

מהנשים. אבל שימו לב: ברוב החוגים אחוזי  30%מהגברים התקבלו ללימודים, רק 

הקבלה של גברים ונשים דומים זה לזה, עם הבדלים של אחוזים בודדים לכאן או לכאן. 

מהנשים,  82%נראה שיש )אולי( אפליה על רקע מגדרי: לחוג זה התקבלו  A רק בחוג

את תפקידו של יוחנן, הגברים את  מהגברים. הנשים משחקות כאן 62%אבל רק 

 ?בארט. איך זה קרה

כשני שליש מהנרשמים מתקבלים. יותר  –קל להתקבל  B-ו A שימו לב כי לחוגים

הרבה יותר  F עד C ממחצית הנרשמים הגברים ביקשו להתקבל לחוגים אלה. לחוגים

 .מהנרשמות ביקשו להתקבל לחוגים אלה. אופס 90%-קשה להתקבל. יותר מ

כאשר יותר נשים נרשמות לחוגים עם אחוזי קבלה נמוכים, הן שההסבר לכך הוא 

מושכות את הממוצע המשוקלל של נתוני הקבלה לנשים כלפי מטה, בעוד שהגברים 
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שנרשמו ברובם לחוגים עם תנאי קבלה קלים מושכים את הממוצע המשוקלל של נתוני 

 .קבלת הגברים כלפי מעלה

 

 לסיכום:  

המצב שבו סיכום שגוי של שני זוגות שברים יביא להיפוך הסדר בינהם בצורה כללית 

 נקרא פרדוקס סימפסון: 

''

''

yx

ba

yx

ba









   , 

'

'

y

b

y

b
  ו-

'

'

x

a

x

a
 

הם מספרי  y-ו 'y -הם מספרי הבנות והבנים שפנו לפקולטה אחת, ו x -ו  'xכאשר 

הם מספרי המתקבלים בכל  b', b, a', aהבנות והבנים שפנו לפקולטה אחרת, ואילו 

קבוצה. הפרדוקס הוא למרות שאחוז הבנות שהתקבלו בכל פקולטה גדול יותר מאחוז 

 הבנים, אחוז הבנות שהתקבלו בסה"כ הוא קטן יותר. 
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 :אינטואיציהחוש/פיתוח   .2

 :1שאלה 

מעטפות עם כתובות. היא ביקשה מנעם  10מכתבים שונים והכינה  10כתבה נעמה 

לעזור לה להכניס את המכתבים למעטפות המתאימות. לרוע המזל, נעם לא הבין נכון 

את המשימה והכניס את המכתבים למעטפות באופן אקראי, כך שבכל מעטפה שם 

 ?ת המתאימותמכתבים הוכנסו למעטפו 9מהי ההסתברות שבדיוק  .בדיוק מכתב אחד

 :2שאלה 

גולות, זו אחר זו, מבלי  5גולות לבנות ואחת שחורה. מוציאים מהשקית  9בשקית יש 

 ?מהי ההסתברות שהוצאה גולה שחורה .להחזיר אותן לשקית

 

 :3שאלה 

 ילדים. בכניסה  3. במשפחה מסויימת יש  0.5נתון שהסתברות להולדת בן היא 

 מבנות המשפחה.  2לביתם אנו פוגשים 

 מה ההסתברות שהילד הנוסף הוא בן? .א

נניח שאנחנו רואים מעבר לדלת לול עם תינוק קטן. מה ההסתברות שהתינוק  .ב

 הנוסף הוא בן?

 

 :4שאלה 

מטבעות זהב  6מטבעות זהב. העבירו  66מטבעות כסף, בכד השני  66בכד אחד 

 .ראשוןלכד ה שנימטבעות מהכד ה 6אח"כ העבירו  מהכד הראשון לכד השני.

מה ההסתברות שמספר המטבעות בצבע כסף בכד אחד יהיה שווה למספר מטבעות  

 הזהב בכד השני ?
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 יח"ל 5מתמטיקה ברמת ל םקהילות מורי – 5-מועדון ה

 מיסקונספציות  .3

 5שאלה 

סטודנט מחוג לסטטיסטיקה טס בחופשתו לארצות הברית. בזמן הטיסה פנה הסטודנט 

יסתו האחרונה. ההסבר לכך הוא כי ההסתברות שבמטוס יש טלדיילת ואמר לה כי זוהי 

, ולכן אין בכוונתו להסתכן בפעם השנייה. לאחר חודש 0.001 -פצצה חבויה שווה ל

ימים ראתה הדיילת את הסטודנט שוב במטוס. לשאלתה מדוע שינה את דעתו, השיב 

ת היא הסטודנט, כי ההסתברות להימצאות שתי פצצות במטוס אחד בעת ובעונה אח

000001.0001.0001.0קטנה ביותר ושווה ל:   לכן, לשם ביטחון הטמין בסטודנט .

 במטוס פצצה וכעת ניתן לטוס בשלווה...

 ?הסבר היכן טעה הסטודנט

 

  6שאלה 

הגמר בתחרות "מלכת היופי" צריך -מתוך שלוש נערות ריקי, טל וצפי אשר הגיו לחצי

לבחור על ידי הגרלה שתי נערות לשלב הגמר. ריקי מעריכה שההסתברות שאמנם 

 -תיבחר לשלב הגמר שווה ל
3

. תוצאות ההגרלה ימסרו לנערות רק כעבור מספר 2

 שעות. 

פק, פנתה לאחד השופטים וביקשה לברר האם עלתה לשלב ריקי שלא יכלה להתא

הגמר. "אסור לי לגלות מה עלה בגורלך" השיב השופט, "כל שאוכל לומר הוא, שטלי 

  בכתה ריקי "רק לפני רגע ההסתברות -נבחרה לגמר". "אוי לי, קילקלתי הכל!"

שאצליח להגיע לגמר היתה 
3

ועכשיו היא רק  2
2

1"... 

 מה דעתך, האם ריקי צדקה? נמק תשובתך.
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  הסתברות גיאומטרית.  4

 7שאלה 

 לוח מטרה גיאומטרי

 הוזמנת לשחק בלוח קליעה למטרה גיאומטרי ולו צורת

 )ראה איור(.משולש ובו חסומים מעגלים 

  ת אורך אחת, חסוםדמעגל, בעל רדיוס של יחי

 צלעות. מעגל קטן יותר חסום בכל אחתבמשולש שווה 

 מזוויות המשולש, כך שהוא משיק למעגל הגדול.

 מעגלים קטנים יותר ויותר חסומים באופן שדומה, עד אינסוף.

 מה ההסתברות שהחץ יפגע בתחום האדום? 

 רה הנדסית מתכנסת"(, "סדפיצוחים)

 

 8שאלה 

 ים בצורת ריבועים חופפים חריצפת החדר בנוייה מארי

 ס"מ.  20בעלי אורך צלע של 

 ס"מ.  2על ריצפה מטילים מטבע בעל קוטר 

 מהי ההסתברות שהמטבע יפול בתוך, אריח, 

 כלומר לא יגע בקווי החיבור בין מרצפות סמוכות?

 

 

 

 

http://highmath.haifa.ac.il/images/data2/sidra_handasit.pdf
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 יח"ל 5מתמטיקה ברמת ל םקהילות מורי – 5-מועדון ה

 

 )גירסת המקור( 8שאלה 

 המחט של בופון 

לואי לקלר דה בופון היה חוקר טבע, מתמטיקאי, קוסמולוג ועורך אנציקלופדיות -ז'ורז

תיפול  lההסתברות שמחט באורך העלה בופון את השאלה מהי  1733בשנת  .צרפתי

מצא ואף הציג  1777רק בשנת . dמרווח בינהם הוא העל קווי החיבור בין מרצפות ש

 בופון הפתרון לבעיה. 

  

 

 

 

  באתרראה קישור לפתרון 

 

 

 9שאלה 

הספר חייב תלמיד, הגר במקום מרוחק, לנסוע -כדי להגיע ממקום מגוריו לבית

 -באוטובוס וברכבת תחתית. באוטובוס מגיע התלמיד לתחנת הרכבת ומשם לבית

דקות.  10דקות ולרכבת לכל ביותר  12הספר. התלמיד ממתין לאוטובוס לכל היותר 

דקות.  25הוא בדיוק  זמן הנסיעה בפועל )בלי המתנה( באוטובוס וברכבת ביחד

 הספר. -דקות לפני הצלצול בבית 40יום מביתו -התלמיד יוצא יום

 הספר בזמן?-מה ההסתברות שיגיע לבית .א

מכלל  5% -הספר הנ"ל מותר לאחר במשך השנה לכל היותר ל-בבית .ב

השיעורים. כמה זמן לפני הצלצול על התלמיד לצאת מביתו כדי 

 ?0.05 -וכה משווה או נמ השההסתברות לאיחור תיהי

 

 

http://mathworld.wolfram.com/BuffonsNeedleProblem.html
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 10שאלה 

יואב גר במרכז העיר ושתי חברותיו הטובות גרות בפרברים הנמצאים בשני קצוות 

 הנגדיים של מסילת ברזל העוברת מצפון העיר לדומה דרך המרכז. 

מכל  רכבת פרברים נעה מצפון העיר לדרומה ומדרום לצפון על שתי מסילות נפרדות.

 דקות, כמפורט במערכת השעות הבאה: 10כיוון מגיעה הרכבת למרכז כל 

 

 

 

 

 

כל יום מגיע יואב בזמנים אקראיים לתחנת הרכבת במרכז העיר, ונכנס לרכבת 

הראשונה המגיעה לתחנה ונוסע לאחת מחברותיו. יואב הניח שההסתברות להגיע לכל 

. לאחר זמן ממושך גילה להפתעתו כי ביקר אצל החברה הגרה 0.5 -חברה שווה ל

הסבר ע"י חישוב )של ית. פעמים יותר מאשר אצל חברתו הדרומ 9בצפון בערך פי 

 ההסתברויות המתאימות(, מתאים את התוצאות.

 

 מאורעות תלויים ומאורעות זרים .5

 

  11שאלה 

 הוכח את הטענות הבאות: 

 .A-אינו תלוי ב B ,B -אינו תלוי ב Aאם  .א

 .B-תלוי ב A, גם B -תלוי ב  Aאם  .ב

AB .ג A ו- B תלויים. 

 המאורע הריק אינו תלוי באף מאורע. .ד

 המאורע הוודאי אינו תלוי באף מאורע. .ה

 

7:00 7:10 7:20 7:30 

 צפון

7:01 7:11 7:21 7:31 

 דרום
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   12שאלה 

 אם כן, הוכח. אם לא, הבא דוגמה נגדית.האם המשפטים הבאים נכונים, 

 תלויים. מאורעות זרים הם בהכרח .א

 מאורעות תלויים הם בהכרח זרים. .ב

 מאורעות בלתי תלויים הם בהכרח זרים. .ג
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 פתרון שאלות מבחינות בגרות  .6

  13שאלה 

  

 פתרו את השאלה .א

דונו בקשיים שתלמיד עשוי להתקל בהם בפתרון השאלה? הציעו דרכי התמודדות  .ב

 עם קשיים אלה.

 הציעו דרכים שונות לפתרון סעיף ג' .ג

מבחנים  n+1 -תלמידים יזדקקו בדיוק ל nתלמידים. מה ההסתברות ש  n -הכלילו ל .ד

 עד שכולם יעברו את הבחינה? 

 

 סעיף ד' בהמשך...
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 מצ"ב שאלה של תלמיד לגבי סעיף ב'. .ה

 (  קראו את שאלה של התלמיד 1

 קשיים שמעלה התלמיד? דונו ב(  2

 מה הייתם עונים לתלמיד? (3

 

מבחנים לכל היותר. לפי הפתרונות  2הרי ידוע שתלמיד יעבור את המבחן לאחר 

הצליח הרי הוא -בבגרויות מה שמבינים מכך שיש שני מקרים: הצליח או נכשל

 יעבור את המבחן לאחר שני מבחנים. 

שההסתברות שהתלמיד היה לנו נתון אני הבנתי את השאלה אחרת, הרי בסעיף א' 

מההסתברות שיעבור את המבחן  27/8ם הראשונה גדולה פי יעבור את המבחן בפע

 -נכשל -נכשל -רק בפעם הרביעית. מכאן הבנו שהפעם הרביעית היא בעצם נכשל

 הצליח. 

 2נתייחס באותה צורת חשיבה לסעיף ב', אם ידוע שתלמיד יעבור את המבחן לאחר 

וא יכול מבחנים, אני הבנתי מהשאלה שיש לו "גבול" של שני מבחנים שבהם ה

להיכשל ולאחר מכן להצליח. זאת אומרת שלאחר שלושה מבחנים, זה כבר לא 

הזה לפי איך שאני הבנתי, אז אפשרי. מתחת לזה, אפשרי. אם "נמיר" את המשפט 

 ידוע שהתלמיד יעבור את המבחן בפעם השלישית לכל היותר.  -יתקבל

 הצליח. -להצליח/נכש-זאת אומרת שהמקרים הקיימים לו הם: הצליח/נכשל

המילה לאחר כאן היא מאוד משמעותית ואני חשבתי שבפשט של ההוראה, זה מה 

 ותנו ואת ההבנה של הניסוח. אשניסו להעביר לנו ולנסות לבדוק 

עכשיו השאלה שלי האם דרך החשיבה שלי תתקבל כתשובה, כל עוד הבעיה היא 

  י צורות שונות. לא טכנית אלא מבחינה לשונית, אפשר להבין את המקרה הזה בשת
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 14 שאלה 

 

 

 

 פתרו את השאלה .א

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

 

סדנא בהסתברות -להצליח בסבירות גבוהה 24  

 

 יח"ל 5מתמטיקה ברמת ל םקהילות מורי – 5-מועדון ה

 (219)ארכימדס, ע"מ  15 שאלה 
 

ג' נמצאים אננסים, קוקוסים, ותפוזים בכמויות שונות לפי  -בשלושה ארגזי פירות א', ב' ו

 הטבלה:

 

 

 

 

בוחרים באקראי ארגז ומוצאים ממנו פרי. ידוע שהוצא אננס. חשב את ההסתברות  .א

 שהוצא מארגז א'. 

כעת שמים את כל הקוקוסים והאננסים בארגז נפרד )ללא התפוזים( מוצאים  .ב

מהארגז באקראי שלושה פירות, בזה אחר זה, ללא החזרה. הפרי השני שהוצא היה 

 רון שהוצא היה קוקוס. אננס. חשב את ההסתברות שהפרי האח

אננסים. לאחר ההוספה, מוצאים עשר פעמים פרי  nלארגז מסעיף ב' מוסיפים  .ג

 180מהכלי עם החזרה. ההסתברות להוציא שמונה פעמים קוקוס, גדולה פי 

 . nמההסתברות להוציא עשר פעמים קוקוס. מצא את ערכו של הפרמטר 

 

 

 פתרו את השאלה .א

 הציעו מספר פתרונות ב.

 ניתן לתרגל באמצעות הבעיה. כלי פתרון אילו  .ב

 באילו קשיים עשוי התלמיד להתקל בפתרון השאלה .ג

 שנו את הנתונים המספרים כך ש:  .ד

 .ההסתברות להוצאת אננס לא תהיה תלויה בארגז ממנו הוצא 

 .... ההסתברות להוצאת 

 

 
 

מספר 

 התפוזים

מספר 

 הקוקוסים

מספר 

 אננסים

 ארגז

 א 4 3 1

 ב 1 2 4

 ג 5 5 5
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 16שאלה 

רשיון  אנשים, אז ההסתברות שלפחות לאחד מהם יש 4ידוע שאם בוחרים באקראי 

 .0.9984נהניגה היא 

 א. חשב את אחוז בלי רשיון הנהיגה

אנשים. מה ההסתברות שיש ביניהם לפחות אחד שהוא בעל  5ב. בוחרים באקראי 

 רשיון נהיגה ולפחות אחת שאין לו רשיון נהיגה?

 )P=)רשיון נהיגה 0.8תלמיד פתר באופן הבא : 

 Pות לאחד יש((=)לפחות לאחד אין ולפח1-       (1-0.25)(0.85

 הסבר מדוע הפתרון שגוי, ומה לדעתך גרם לתלמיד לשגיאה זו.     

 (564)בני גורן עמ' 
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:פתרונותל ותהצע  
 

 .1שאלה הצעה לפתרון . 2

 0: תשובה

 .מכתבים הוכנסו למעטפות המתאימות, אז כך גם המכתב העשירי 9: אם פתרון

ההסתברות עם המורים במטרה השאלה יכולה לשמש כפתיח לדיון בנושא המלצות: 

לעודד את החשיבה העצמאית והאינטואיטיבית בנושא. שאלה זאת מלמדת אותנו 

 .שלפני פנייה לפתרון פורמאלי, כדאי לבדוק את דרכי ההיגיון הפשוט

  :שאלות לדיון

 מה היתה השערתכם הראשונה?  

  האם התשובה לשאלה עולה בקנה אחד עם ההשערה הראשונה

 ?האינטואיטיבית

 .2הצעה לפתרון שאלה 

  0.5: תשובה

 : פתרון בדרך א

 -ההסתברות שכל חמש הגולות לבנות שווה ל
2

1

10

5

6

5

7

6

8

7

9

8

10

9
  לכן

-ההסתברות שלא כל הגולות לבנות, כלומר גולה אחת שחורה, גם היא שווה ל
2

1 

 .)מאורע משלים(

 פתרון בדרך ב: 

הגולות לשתי קבוצות  10עשר גולות משמעו לחלק את להוציא חמש גולות מתוך 

ונשים לב לכך שרק בקבוצה אחת יש גולה שחורה ולכן ההסתברות לבחור . שוות

 בקבוצה זו היא חצי. 
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 כיצד ניתן להכליל?

, ההסתברות שאיבר מסוים B-ו Aכאשר מחלקים קבוצת איברים לשני חלקים שווים 

 .0.5 -שווה ל Aנמצא בחלק 

פתרון השאלה נוגד בדרך כלל את האינטואיציה הראשונית. מומלץ להעלות  :המלצות

בסדנה את השאלות הדיון הבאות בכדי לחזק את הערך של פתרון בעיות בדרכים 

  .שונות וטיפוח החשיבה ההסתברותית

 :שאלות לדיון

  האם התשובה לשאלה עולה בקנה אחד עם ההשערה הראשונה

  ?האינטואיטיבית

  תציגו לתלמידים את שתי דרכי הפתרון? מה יתרונה של כל דרךהאם?  

 שנו את השאלה לנושא אחר כך שיודגש הקונפליקט שמציגה הבעיה.  

 כאשר מחלקים קבוצת איברים   ?איזו מסקנה ניתן להכליל מהפתרון האיכותי

-שווה ל A ההסתברות שאיבר מסוים נמצא בחלק ,B-ו A לשני חלקים שווים

0.5. 

 .3לפתרון שאלה  הצעה  

 0.5במבט ראשון, נראה כי מטעמי סימטריה, ההסתברות היא  פתרון: .א

 ילדים במשפחה: 3נסמן את כל המצבים האפשריים של 

                              Ω={ (000)  (001)  (010)  (01,1)  (100)  (101)  (110)  (111)  } 

A :המאורע למשפחה יש בדיוק בן אחד 

B :למשפחה יש לפחות שתי בנות המאורע 

צריך לחשב את ההסתברות המותנית:  BAP / 

נתון:  
8

4
BP  ו-  

8

3
 BAP ולכן 

 
  4

3

8

4
8

3

/ 



BP

BAP
BAP. 
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שבמשפחה יש לפחות  ששידוע מרא תאפשר להגיע לתוצאה זו גם באופן ישיר היו

 {.001, 010, 100, 000תוצאות בלבד}  4 -שתי בנות, הרי שמרחב התוצאות מורכב מ

 -לכן ההסתברות שווה ל A{ = 001, 010, 001התוצאות }  3 -מורכב מ Aהמאורע 
4

3. 

נניח שאנחנו רואים מעבר לדלת לול עם תינוק קטן. מה ההסתברות שהתינוק  .ב

 הנוסף הוא בן? 

לכאורה נראה שהתשובה היא 
4

, אך נשיים לב כי הפעם אנו יודעים כי השאלה 3

מתייחסת לילד )או ילדה( האחרון במשפחה ולכן מרחב התוצאות מורכב אך ורק 

 .0.5הפעם התשובה היא { ולכן 001, 000}  משתי תותאות אפשריות

 

 .4שאלה הצעה לפתרון  .3

 שק מטבעות זהב שק מטבעות כסף

 מטבעות כסף 6 מטבעות כסף 60

 מטבעות זהב 66

X + 60 מטבעות כסף 

6-x מטבעות זהב 

6-x מטבעות כסף 

60  x מטבעות זהב 

 

 !!!!1-ההסתברות למספר שווה של מטבעות בכל כד שווה למכאן ש

 .5הצעה לפתרון שאלה 

 !1הכניס פצצה למטוס ההסתברות להימצאות פצצה היא  טברור שמהרגע שהסטודנ

 

  .6שאלה הצעה לפתרון 

שהניסוי יכול להסתיים בשלוש דרכים שונות "ייבחרו ריקי וטלי", "ייבחו  ריקי חשבה

 תלכל אחריקי וציפי", או "ייבחרו טלי וציפי". בנוסף, הניחה ריקי, כי ההסתברויות 

 -לות משלוש אפשרויות אלו זהות ושו
3

זהו מרחב התוצאות מנקודת ראותו של חבר  1

השופטים אך בנחחת מרחב התוצאות מנקודת ראוותה של ריקי יש לקחת בחשבון גם 

 את תשובתו של השופט בבניית המרחב נבחין בשלושה מצבים שונים: 
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 ישיב לריקי כי טלי נבחרה שופטהיבחרו ריקי וטלי ו א.

-ההסתברות לכך שווה ל 
3

1. 

 יבחרו ריקי וציפי והשופט ישיב לריקי כי ציפיי נבחרה ב. 

-ההסתברות לכך שווה ל   
3

1. 

-שווה לגם וציפי ההסתברות לכך  טלייבחרו   ג.
3

, אך במקרה זה השופט יכול 1

להשיב לשאלתה של ריקי כל אחת משתי התשובות " נבחרה טלי" או נבחרה 

 -ציפי" ברור שההסתברות לכל אחת מהן שווה ל
2

1. 

 ייצוג במצבים בדיאגרמת עץ: 

 

 

 

 

 

ריקי יודעת שבכל מקרה טלי תעלה לגמר לכן יש לחשב את ההסתברות המותנית 

לאחרוע שבו תיבחר ריקי כאשר ידוע מראש שטלי נבחרה לגמר, הסתברות זו שווה 

ל: 
3

2

2

1

3

1

3

1
3

1





P תוצאה זו נראית הגיונית, לאור העובדה, שבשאלתה לא יכלה

 הגמר. ריקי להשפיע בדיעבד על סיכוייה להיבחר לשלב

 

 

 
 

 

 
 ג ב א 

בחרו: ריקי וטלי י
השופט:  תשובת

 ה"ר"טלי נבח

בחרו: ריקי וטלי י
השופט:  תשובת

 ה"רנבח ציפי"
 טלי וציפיבחרו: י

השופט:  תשובת
 ה"רנבח ציפי"

 טלי וציפיבחרו: י
השופט:  תשובת

 ה"רנבח טלי"
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 7הצעה לפתרון שאלה  .4
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 8הצעה לפתרון שאלה 

ברור שאם מקטינים את קוטר המטבע מגדילים את ההסתברות שהמטבע לא יגע 

בקווי החיבור. כמו כן, ברור שאם מרכז המטבע יהיה קרוב למרכזו של הריבוע, אזי 

 שוב המטבע לא יגע בקווי החיבור בין המרצפות. 

 

ס"מ ובתוכו ריבוע קטן  20בעל צלע שאורכה   ABCDהריבוע , באיור המצורףנתבונן 

  ס"מ. 18שאורך צלעו   KLMNיותר 

  KLMNאם מרכז המטבע נמצא על השפה של הריבוע 

 אז המטבע ישיק לקו החיבור בין שתי מרצפות סמוכות. 

 המטבע זאם מרכז המטבע יהיה בתוך הריבוע המנוקד א

 לא יגע בקו החיבור. 

 את ההסתברות שהמטבע לא יגע בקו ההפרדה בין 

 המרצפות נגדיר כיחס בין שטחים של שני הריבועים: 

81.0
20

18
2

2

P  

 

במקרה זה לא ניתן להגדיר את ההסתברות " כיחס בין מספר המקרים  הערה:

הרצויים לבין סה"כ המקרים האפשריים" כי מרכז המטבע יכול להימצא במספר 

אינסופי של נקודות. כזכור, בהגדרה הקלסית של הסתברת קיימת דרישה שהניסוי 

 יהיה מורכב ממסםר סופי של תוצאות. 

 

   9 הצעה לפתרון שאלה

 את מספר הדקות שהתלמיד y -וב x-ב נסמן .א

  .ימתין לאוטובוס ולרכבת בהתאמה

120 :ברור כי  x ,100  y . 

 במערכת OABCהאילוצים האלה מגדירים מלבן 

 .הצירים

 

D C 

B A 

M 

L K 

N 

y 

x 

L 

K 

O 
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דקות לפני הצילצול לא יאחר לשיעור אם ורק אם   40התלמיד שיצא מביצו 

4025  yx :15. מכאן נקבל אילוץ נוסף yx 15. הישר yxפוגש אתAB   

בנקודה  3,12K  ואת הקטעBC   בנקודה 10,5L אם הנקודה . yx, נמצאת על

פירוש הדבר שהתלמיד הגיע לבית הספר בדיוק בצלצול! אם הנקודה  KLהקטע 

 yx,  .נמצאת בתוך התחום המקווקו, התלמיד לא יאחר 

לשטח של  OAKLCמכאן נובע שההסתברות להגיע בזמן שווה ליחס השטח המקווקו 

)כדי לחשב את השטח המקווקו מספיק להוריד משטח המלבן את  OABCכל המלבן 

 .(KBLשטח משולש 

 מהשיעורים!. 20% -, כלומר, התלמיד יאחר בערך ל796.0pנקבל: 

דקות לני הצלצול, אזי נקבל את התנאי: a40אם התלמיד יוצא מהבית  .ב

ayx  15. 

הם:   L -ו  Kבמקרה זה השיעורים של  aK 3,12 , 10,5 aL  

 -שווה ל KBLשטח המשולש   
2

77

2

aaBLKB 


 

מהשיעורים נדרוש:  5% -כדי שהתלמיד יאחר לכל היותר ל
 

100

5

2

7
2


 a

 

נקבל  
10

1
7

2
 a :7.6. מכאןa. 

 דקות לפני הצלצול. 46.7כלומר, על התלמיד לצאת מביצו לפחות 

 10הצעה לפתרון שאלה 

 הבעיה אינה סימטרית למרות שכך מראה ממבט ראשון.

. במקרה זה 07:00-07:10נניח למשל כי הבחור מגיע לתחנת הרכבת בין השעות 

ה אם הי ההסתברות להגיע לחברתו הגרה בדרום קטנה מאוד כי הוא יגיע אליה רק

יגיע  07:01-07:10הדקות הנותרות שבין  9. בכל 07:00-07:01בתחנה בין השעות 

 לחברתו הגרה בצפון. 

 -מכאן שההסתברות להגיע לדרום שווה ל
10

1
p . תוצאה שתואמת את מה שקרה

 בפועל. 

אם בדרך כלל, מגדירים את המודל להסתברות כדי לפתור בעיות ממשיות.  הערה:

המודל אינו תואם את המציאות עלינו לבדוק שוב את כל ההנחות, לגךות את ההנחות 
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השגויות ולשנות את המודל. בדוגמה הנוכחית ההנחה שהבעיה היא סימטרית 

 התבררה כשגוייה. 

 :11הצעה לפתרון שאלה  .5

 :אז מתקיים B  -אינו תלוי ב A אם  .א     BPAPBAP . 

 :שיוון מכ   ABPBAP  

: נקבל 
 
 

   
 

 BP
AP

BPAP

AP

ABP
ABP 





/ 

  .A -אינו תלוי ב Bכלומר: 

 

  לכן:  B  -תלוי ב A ם א .ב 
 
 

  0/ 


 AP
BP

BAP
BAP  

 כמו כן:      BAPBApBP   :כלומר
   

)()(
1

BP

BAP

BP

BAp 



 

מכאן ש: 
   AP

BP

BAP




)(
כי     1 APAP 

 .B -תלוי ב Aכלומר: 

 

ABאם  .ג  A  אז   BPBAP  . 

מכאן ש:      BPAPBAP   ולכןA ו- B .תלויים  
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  :12הצעה לפתרון שאלה 
   

 

 .נכוןא. 

שני מאורעות זרים לכן:  B -ו  Aלפי הנתון:       BAP. 

 שני מאורעות בלתי תלויים אז צריך להתקיים:  B -ו  Aאם     

       BPAPBAP    :לפי הנתון  0BAP.ולכן המאורעות תלויים , 

  לא נכון. ב.

 להלן דוגמה נגדית, 

ולכן  קלפים( 52" = הוצאת תלתן מחפיסת קלפים )Aנסמן: "   
52

13
AP 

     "B" ( 52= הוצאת נסיך מחפיסת קלפים )ולכו קלפים  
52

4
AP 

נשים לב כי המאורע  
52

1
BAP רק נסיך תלתן אחד כלומר המאורעות כי יש A ו- B 

 אינם זרים. 

כמו כן מתקיים:      
52

4

52

13

52

1
 BPApBAP כלומר מאורעות בלתי תלויים אינם

 בהכרח זרים.

 לא נכון.  ג.

 להלן דוגמה נגדית, זורקים שתי קוביות משחק.

ולכן  בקוביה ראשונה 4" = יצא Aנסמן: "   
6

1
AP 

     "B ולכן  6" = הסכום הוא  
36

5
AP 

נשים לב כי המאורע  
6

1
BAP כלומר 2כי הקוביה השנייה יכולה להיות רק .

 אינם זרים.   B -ו A המאורעות 
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כמו כן מתקיים:      
36

5

6

1

6

1
 BPApBAP  וגם ( 

6

1
/ ABp  , 

5

1
/ BAp )

 מאורעות תלויים ואינם בהכרח זרים.הכלומר 

 

 נסכם: 

 
 A ו- B  זרים מאורעות       A  ו- B .מאורעות תלויים 

 שימו לב!  מאורעות תלויים אינם בהכרח מאורעות זרים

 AB  A ו- B .תלויים 

 הוודאי אינם תלויים באף מאורע. המאורע הריק והמאורע 

 A תלוי ב- B  לכןA תלוי ב- B 
  



  

 

 

סדנא בהסתברות -להצליח בסבירות גבוהה 36  

 

 יח"ל 5מתמטיקה ברמת ל םקהילות מורי – 5-מועדון ה

 )סעיף ג'( 13הצעה לפתרון שאלה  א. .6
 

  ':דרך א
 

=pבסעיף א' מצאנו ש 
3

1 

ההסתברות ששני תלמידים יזדקקו לשלושה מבחנים בדיוק בסעיף ג' עלינו למצוא מה 

 עד ששניהם יעברו את המבחן.

בחינת הסיטואציה מבהירה לנו שהאפשרויות הן שהראשון יצליח במבחן הראשון 

והשני בשני או להפך )אם אחרי שני מבחנים לא הגענו לכך ששניהם הצליחו, פרוש 

מוקדם ואז כדי שגם השני יצליח הדבר שאחד מהם יוכל להצליח רק בשלישי לכל ה

 מספר המבחנים של שניהם יחד יעלה על שלושה(.

מכאן ניתן להגיע בקלות יחסית לפתרון טכני של השאלה. אבל תמונת הסיטואציה 

נשארת עמומה, כי הסיטואציה היא כזו שלא ניתנת לתיאור בעזרת הכלים המקובלים 

 של עץ וטבלה.

כל נבחן נוצר עץ שחלק מענפיו נקטעים )לאחר  יש כאן שני קשיים בסיסיים: עבור

ההצלחה מסתיימת ההסתעפות( והשני: הסיטואציה המורכבת משילוב של שני עצים. 

כדי להבין לעומק את הסיטואציה יש לחזור למושגים הבסיסיים על ידי בניית מרחב 

 .1המידגם כולו והבנה שהסתברותו היא 

בשלב א' נתאר את עצי האפשרויות עבור כל נבחן עבור שני מבחנים ועל בסיסו נציג 

 את כל מרחב המידגם.                    
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 נ ה

 נ ה
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 מרחב המידגם:

 הסתברות  נבחן ב נבחן א

 ה ה

9

1

3

1

3

1
 

 נה ה

27

2

3

1

3

2

3

1
 

 ננ ה

27

4

3

2

3

2

3

1
 

 ננ ננ

81

16

3

2

3

2

3

2

3

2
 

 נה נה

81

4

3

1

3

2

3

1

3

2
 

 נה ננ

81

8

3

1

3

2

3

2

3

2
 

 ה ננ

27

4

3

1

3

2

3

2
 

 ה נה

27

2

3

1

3

1

3

2
 

 ננ נה

81

8

3

2

3

2

3

1

3

2
 

 

כדי להשתכנע ממש נבדוק את ההסתברות של כל האפשרויות של מרחב המידגם 

 ונודא שמיסתכמות באחד. כך נבין מהו השלם מתוכו חושבה ההסתברות.

המאורעות הרלוונטיים למה שהתבקשנו למצוא הם אלה המסומנים בתכלת 

 והסתברותם:

                              
27

4
   =2 *

3

1
*

3

2
*

3

1
 

 כאן ניתן לפתח ולשאול:

האם מרחב המידגם ישתנה?  –וסיף גם את השורה של המשחק השלישי לעץ נאם 

 האם ההסתברות לארוע המבוקש תשתנה? הסבר!!
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 דרך ב: 
 

מבחנים בדיוק  2-למבחן,מה ההסתברות שהוא יזדקק סך הכל לתלמיד אחד ניגש  .1

 לעבור?

נכשל.כיוון החץ חשוב ומראה תוצאת  p-1 -הצליח ו  pניעזר בסרטוט חיצים כאשר 

 ההיבחנות בהתאם.

1-p p 

  

1)תשובה:  − 𝑝) ∙ p = p − p2
 

 מבחנים בדיוק לעבור: 3-שני תלמידים יזדקקו סך הכל ל.2

                                  

 מבחנים בדיוק לעבור: 4-יזדקקו סך הכל לשלושה תלמידים .3

 הדבקת צורות  3אפשרות  2אפשרות  1אפשרות 

1-p p 1-p p 1-p p 1-p p 

  הדבקת צורות :2אפשרות  :1אפשרות 

1-p p 1-p p 1-p p 

      

      

(1 − 𝑝) ∙ p ∙ p 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 2𝑝2(1 − 𝑝) 

= 2𝑝2 − 2𝑝3 
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(1 − 𝑝) ∙ p ∙ p ∙ p 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 ∙ 𝑝 𝑝 ∙ 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 

 

3𝑝3 ∙ (1 − 𝑝) 

=3𝑝3 − 3𝑝4 

 מבחנים בדיוק לעבור: 5-ארבעה תלמידים יזדקקו סך הכל ל .7

 הצורה המתקבלת

1-p p 

  

  

  

  

4𝑝4 ∙ (1 − 𝑝) 

=4𝑝4 − 4𝑝5 

 

 מבחנים בדיוק כדי לעבור היא: n+1-תלמידים יזדקקו סך הכל  ל n -ההסתברות ש

𝒏 ∙ 𝒑𝒏 − 𝒏 ∙ 𝒑𝒏+𝟏 

 :'גדרך 

 נכשל. p-1יצליח,  pנסמן 
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מבחנים בדיוק לעבור )תלמיד  2.מה ההסתברות שתלמיד אחד יזדקק סה"כ 1

 מבחנים(?אחד ,שני 

p 1-p 

1)    התלמיד חייב להיכשל בראשון ולהצליח בשני על כן התשובה : − 𝑝) ∙ p 

 

)שני תלמידים שלושה    מבחנים בדיוק כדי לעבור 3-.שני תלמידים יזדקקו ל2

 מבחנים(

p p 1-p 

p 1-p p 

   

מתייחס לאותו תלמיד שחייב להיכשל קודם  שימו לב הסימון:          

 כל  במבחן ראשון ואז להצליח בשני.

 :)התשובה )סכום מכפלת שורות משמאל לימין 

 (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 ∙ 𝑝 + 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 = 2𝑝2 − 2𝑝3 

)שלושה תלמידים    מבחנים בדיוק כדי לעבור 4-.שלושה תלמידים יזדקקו ל3

 ארבעה מבחנים(.

P p p 1-p 

p p 1-p p 

p 1-p p p 

 

  משמאל לימין(:התשובה:)סכום מכפלת השורות 

 (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 ∙ 𝑝 ∙ 𝑝 + 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 ∙ 𝑝 + 𝑝 ∙ 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) ∙ 𝑝 = 3𝑝3 − 3𝑝4 

 

p 1-p 
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 :   מבחנים בדיוק כדי לעבור   n+1-תלמידים יזדקקו ל n  סיכום: 

𝒏 ∙ 𝒑𝒏 ∙ (𝟏 − 𝒑) 

 קשיים שתלמיד עשוי להתקל בהם בתרגיל זה: ב. 

 הבנת הנקרא 

 אין עץ מתאים 

  ) קושי בבחירת הכלי למודל )טבלה, עץ 
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 14לפתרון שאלה צעה ה
 
 

 
  

  .א
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 נגדיר: 

A – "נשאר זהב בכד" 

B- :הוצא זהב" מכאן נקבל ש"  

(1)     
2

1

3

1

2

1

3

1
BP 

(2 )     
3

2

3

1

2

1

3

1
3

1





BAP 

 

    דרך א': ב. 
2

1

3

1

2

1

3

1
AP 

 דרך ב': אם ידוע שיצא זהב זה אומר שנבחרה אחת משתי הקופסאות א' או ב'  

ולכן ההסתברות לבחור אחת משתי הקופסאות היא  
2

1. 

 

  -בסעיף זה נחלקו הדעות בנוגע לתשובה הנכונה )מאורעות תלויים או בלתי ג.

 שהוצעו:תלויים( בשל האופן בו נוסח השאלה, להלן הפתרונות  

 

 המאורעות תלויים:

אם המאורעות "הוצא זהב" ונשאר זהב" בלתי תלויים אזי מתקיים:    APBAP  

מהצבת הנתונים נקבל ש:    
2

1

3

2
 APBAP  המאורעות תלוייםכלומר. 

 

 'בקופסה 
 

 קופסה א'

  

 'גקופסה 

 זהב זהב

  

 כסף זהב

  

 כסף כסף
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 דרך ב': 

אם המאורעות "הוצא זהב" ונשאר זהב" בלתי תלויים אזי מתקיים: 

     BPAPBAP . 

הצבת הנתונים נקבל ש:      
2

1

2

1

3

1
 BPAPBAP  המאורעות תלוייםכלומר. 

 דרך ג':

תלוי תוצאה ה זהב בקופסה שממנה הוצאנו מטבע מסויים,יישאר מטבע רוצים ש אם

למשל:ההסתברות שיישאר מטבע זהב,אם נתון שיצא  הוצא מהקופסה.בסוג המטבע ש

.לכן המאורעות הם 1/2אבל ההסתברות להוצאת מטבע זהב היא   2/3-זהב שווה ל

 תלויים.

 המאורעות בלתי תלויים:

  דרך א:

 אורעות בלתי תלויים. ממדובר בשני מאורעות, שני ניסויים שונים זה מזה ולכן ה

 ( בוחרים קופסה ומוציאים מטבע.1בסעיף א )

בוחרים קופסה ומוציאים  ,אותו(אים מטבע )מחזירים י( בוחרים קופסה, מוצ2בסעיף ב )

 מטבע.

מטבעות  2או  1המאורע של חיתוך המאורעות הוא הוצאת מטבע זהב מקופסה עם 

מטבעות זהב או מטבע כסף  2זהב, ולאחר החזרתו הוצאת מטבע זהב מהקופסה עם 

 מהקופסה עם מטבע כסף.

             
4

1

2

1

2

1
21  BPAP 

  

 
4

1
1

2

1

3

1

2

1

2

1

3

1
21  BAP 

 .תלויים-בלתילכן המאורעות 
 
 

  דרך ב:

תלויים כי הם שייכים להוצאות נפרדות, ואין קשר/תלות בין מאורעות –המאורעות בלתי

 אלו. אין ניסוי של "אם...ואז..." בין שני מאורעות אלו שקושר אותם.

  

 
 
 

 15הצעה לפתרון שאלה 
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 16הצעה לפתרון שאלה 
 

לפחות אחד נכשל ולפחות אחד עבר: פתרון התרגיל: פירוט המקריםב.   

 

נכשל 1עברו,  4 נכשלו 2עברו,  3  נכשלו 3עברו, 2  נכשלו4עבר  1   

 

 p=1-0.85-0.25=0.672:         המאורע המשלים פתרון עפ"י

 

הסבר אפשרי לטעות של התלמיד: אות הקישור 'ו' מצביעה על 'וגם', כלומר על חיתוך 

ולפחות אחד נכשל'. התלמיד מתייחס לשני בין המאורעות 'לפחות אחד עבר' 

 המאורעות כבלתי תלויים וכופל ביניהם. המאורעות תלויים, ולכן זו שגיאה.

 

קושי נוסף שעולה בבעייה: התפלגות בינומית בנוייה מסדרת מאורעות חוזרים בלתי 

 .תלויים, אך עדיין ניתן להגדיר מאורעות תלויים
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 מקורות:
 
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך  "סידרה הנדסית מתכנסת",פיצוחים,  .1

 העל יסודי.  
 

 (, הסתברות מותנית כמקור לפרדוקסים ותוצאות מפתיעות, 1988קופרמן. א ) .2

 .22על"ה  

 (, מתמטיקה תיכונית, סטטיסטיקה והסתברות.1995) קופרמן. א .3

 

 ( תפקידם של הפרדוקסים בהוראת המתמטיקה.2004הדר. נ )-מושקוביץ .4
 משולש פסקל, מצוינות רחובות. -בכמה דרכים? .5
אוגדן למדריך הבית ספרי למתמטיקה  ,החוקיות של האי ודאות –הסתברות  .6

 .בחט"ב המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי

  005פטקין. ד וחריש. נ , מתמטיקה לבגרות שאלון  .7

סגל.י, "תהליכי חשיבה ושיקול דעת בקרב תלמידי תיכון בעקבות לימוד  .8

 ר אילן. ברסיטת בהסתברות בשילוב סימולציות". אוני

http://highmath3.haifa.ac.il/index.php/2015-05-11-06-53-50/953-2016-01-12-07-09-41
http://stwww.weizmann.ac.il/math-rehovot/excellence/Grade8/(8)Activity_8.1.pdf

